M. Braune

Die Rolle des Gedankenexperimentes in Ma thematik und
Naturwissenschaft

Erstmalig niibert man sich dicsem ideengeschichtlichen Thema am besten
durch Betrachtung einfacher illustrierender Beispiele.

In der Antike besprachen die Alten die Frage, ob sich der ticfliegende Was-
serspicgel in cinem Brunnenschacht durch stindiges Einwerfen von Kiesel-
steinen bis zum oberen Brunnenrand heben lieBe, und erziihlten dazu die
Geschichte vom durstizen klugen Raben. Zwar verdrangen die ersten ein-
aeworfenen Steine entsprechend ihres Yolumens Teile des Brunnenwassers,
aber ob sich der Wasserspiegel bei Fortsetzung schneller he bt als das eben-
falls nach oben wachsende Haufwerk geschiitteter Kieselsteine, bleibt zu-
niichst unentschieden. Denkbar ist auch, dass die oberen Schichten der Kie-
selsteinschiittung ,trocken* bleiben, weil das Brunnenwasser nicht alle Rit-
zen zwischen den Steinen zu fullen vermag.

Man nennt das Gesamtvolumen aller Kieselsteine das Substa nzvolumen,
das Gesamtvolumen aller zwischen den Steinen vo rhandenen Ritzen das
Porenvolumen und bezeichnet dic Summe von Substanzvolumen und Po-
renvolumen als Schiittvolumen des Haufwerkes.,

Wegen der mathematisch nicht zu fassenden Vielfalt der Kieselsteinformen
und deren Lagebezichungen im geschiitteten Haufwerk reduziert man die
Problematik des durstigen Rabens idealisierend im Gedankenex periment,
wo identische Kugeln dicht gepackt die Kieselsteine ersetzen. Bei ciner sol-
chen dichten Kogelpackung im Raum sitzen die Mittelpunkte dieser sich
jeweils beriihrenden Kugeln auf den Kantenmitten einer Wiirfelzelle, eine
Kugel passt noch genan in die Zellenmitte, und die jetzt migliche elemen-
targeometrische Rechnung ergibt far die Kugelschiittung dea Porenvolu-
menanteil zo rund 26 Prozent. Bei gut gerundeten Kieselstcinen gleicher
Korngribenklasse mit vergleichbarer Raumausfiillung kinnte der durstige
Rabe trinken, wenn der anfingliche Wasserstand im Brunncn bereits mehr
als 26 Prozent des gesamten Brunnenschachtes ausfullt.

Hier konnte das Gedankenexperiment einen nittzlichen Schiatzwert liefern.

Bei mathematischen Untersuchungen und besonders bei der Anwecndung
mathematischer Methoden auf Probleme der Naturwissenschaften liegt
hiiufig die Situation vor, dass die Losung cines idealisierten Problems ge-
lingt, die Behandlung eines dazu benachbarten Problems, dessen Lasung
wegen des Praxisbezugs dringend bendtigt wird, wegen zusitzlicher erheb-
licher Schwierigkeiten nicht méglich war.

Die Hoffnung, dass ,eng benachbarte* Probleme auch ,,enz benachbarte™
Lisungen besitzen, erfiillt sich hiufig, und die Kultivierung der theore-
tisch schwierigen Methoden der dafiir cn twickelten Stérungsrechnung hat



viele schone Ergebnisse fir Himmelsmechanik und Quantenmechanik her-
vorgebracht.

Gelingt es, das mathematische Modell fiir das gewiinschte Problem als
Kombination des mathematischen Modells fiir das benachbarte und bereits
gelbste idealisierte Problem mit einem die Unterschiede beschreibenden
JStirterm* zu formulieren, ist die Anwendung der Storungsrechnung vor-
bereitet.

Man versieht den Stirterm im mathematischen Modell fur das gewiinschite
Problem mit cinem Faktor. Fiir Faktor gleich Null erhilt man das mathe-
matische Modell fir das idealisierte Problem zuriick, im Fall Faktor gleich
Eins stebt das mathematische Modell fir das gewiinschte Problem bereit.
Der Lisungsansatz fiir das gewiinschie Problem sctzt sich zZusammen aus
der bereits bekannten Lisung fiir das idealisierte Problem und einer Reihe,
die nach Potenzen des Faktors fortschreitet und als Koeffizienten noch zu
bestimmende anfinglich unbekannte Funktionen besitzt.

Triigt man diesen Liisungsansatz in das mathematische Modell fur das ge-
wiinschte Problem ein, so entsteht cine Vielfalt von Termen mit unter-
<chiedlichen Potenzen des Faktors. Aus Termen mit gleicher Potenz des
Faktors bildet man der Reihe nach Bestimmungsgleichungen fiir die noch
su bestimmenden Funktionen, deren Lisungen dic unter Verwendung
bereits ermittelter Kenntnisse anschlieBend den Lasungsansatz ausfillen.
Die schwierige Frage, ob die anfgebaute Potenzreihe fur Faktor gleich Eins
segen die Lisung des gewiinschten Problems konvergiert, ist oft nur sehr
schwer zu beantworten, manchmal begniigt man sich auch mit einer ver-
kiirzten Niherungslisung bescheidener Genanigkeit.
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Anhang
Sei z. B. der Lésungsvektor x des inhomogenen linearen Gleichungs-
systems mit reguliirer Koeflizientenmatrix A
Ax =h; x,=A"b (1)
bekannt, dann liefert die Anwendung der Stérungsrechnung die Losung
x des gegeniiber (1) benachbarten Gleichungssystems
(A-S)x=b; x=(A-S) ' b=~{A(E-X18)j "b<E-A15)"'A b, (2)
sofern dessen gestirte Koeffizientenmatrix (A-S) ebenfalls reguliir ausfillt,
Man versicht in (2) die Stormatrix $ mit dem Faktor = und erhalt
r0=2(1)
(A-ES)x=h; E=- 3)
“1=(2)
Der mit zuniichst noch unbekannten Vektoren T43 128 - formulierte Lo-
sungsansatz o

=X HE Nt €)]
ergibt mit (1), (2) und (3)
A(E-gA™ SJ{:E+E:r-Lﬂ+t’}@‘+.,. j=b, d.h., (5)
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und daraus durch Abgleich der Terme mit gleicher :-Potenz
e' > nE=CATSx, iny=AT1SAT D
X, =X FEn,=(E+A " S)A b
'3 nE=EAS9: N2=(A7'S) &b

X=X, +E=(E+A"SHAS)* 1A b, usw. fiir 3, 4,...,
und schlieBlich fiir £=1 die Losung

x= lim :f\ﬂj{x*sr- A'b von (2) (6)
O-=00 n
mit Hilfe der fiir || A Sli <1 konvergenten Neumannschen Reihe
(E-A"8) HE-:AMISHAS) +...). (7

Die Konvergenzbedingung fiir die Neumannsche Reihe A8 <1, die
zugleich die Regularitiit der gestirten Koeffizientenmatris in (2) ab-
sichert, hat grofle Bedeutung fir die praktische Anwendung der Sto-
rungsrechnung im vorliegenden Fall. Sollte | Det(A)| sehr klein ausfallen,
d.h. beinahe Verlust der Regularitit von A, verbunden mit betragsmiBig
sehr groBen Elementen der inversen Matrix A™, so geniigen bereits klei-
ne Stirungen, um die Konvergenzbedingung zu verletzen. Bei solcherart
-schlecht konditionierten™ Problemen versagt die Anwendong der Sto-
rungsrechnung. Man achte deshalb darauf, dass das idealisierte Problem
bereits gut konditioniert ist!



