Manfred Braune

Mathematische Modellierung der Schiidigungsentwicklung eines Wald-
reviers (Waldsterben)

1. Einleitung
1. 1. Vorbemerkung

Der Gesundheits- bzw. Schidigungszustand eines Waldes ist eine
GroBe mit Spektrumscharakter, denn die einzelnen Waldelemente (Bau-
me) weisen untereinander trotz gleichen Angriffs schidigender Ursa-
chen und wirkender Heilungsursachen verschiedene Schiadigungszustin-
de von 0 (vollkommen gesund) bis 1 (total geschadigt) auf.
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Bild 1. Schiidigungszustandsentwicklung

Schiidigende und heilende Ursachen wirken im Laufe der Zeit auf den
Baumbestand ein und verformen dabei das Schidigungszustandsspek-
trum langsam (Siechtum bzw. langwierige Heilung). Die Verschiebung
des Spektrumsschwerpunktes nach rechts bedeutet Tendenz Waldster-
ben.

Naturwissenschaftliche Modellierung und anschlieBende Mathematisie-
rung einer derartigen Ursache-Wirkung-Beziehung eréffnen die Mog-
lichkeit computerexperimenteller Vorhersagen fir die zeitliche Schéadi-
gungsentwicklung (Waldsterben) und damit auch Chancen zur Gegen-
stenerung durch naturwissenschaftlich begriindete HeilungsmaBnahmen
fiir die Baumpopulation des Waldes und Wirksamkeitskontrollen.

1. 2. Zielstellung

Die vorliegende Arbeit verfolgt das Ziel, ein mathematisches Mo-
dell (Integrodifferentiaigleichung) zur Beschreibung der Schidigungs-
entwicklung der Baumpopulation eines Waldreviers zu entwickeln und
dieses Modell unter Einbeziehung verdichteter Naturraumbeobach-
tungsdaten fiir die computerexperimentelle Vorhersage des zeitlichen
Schidigungsverlaufes zu nutzen.



Erwartet wird vom mathematischen Modell die Fihigkeit, sowohl die ge-
samte Vorgeschichte der schiidigenden und heilenden Ursachen als auch
deren zeitverzogerte Auswirkung auf den Schiidigungszustand zu be-
riicksichtigen und zu beschreiben.

1. 3. Abgrenzung des Themas

Es erscheint im Hinblick auf die experimentellen Mdglichkeiten
zur Bereitstellung umfangreicher erforderlicher Naturraumbeobach-
tungsdatenmengen sinnvoll, das Modellierungskonzept zundchst auf
die Beriicksichtigung nur einer pauschalisierenden Schadigungsursa-
che und einer pauschalisierenden Heilungsursache zu beschrinken.
Ferner sollen Wechselwirkungen aufgrund der Baumart und des Al-
tersunterschiedes zwischen Teilen der gesamten Baumpopulation im
Waldrevier unberiicksichtigt bleiben.

Damit bedient das mathematische Modell bevorzugt eine forstwirt-
schaftlich angelegte Baumpopulation (Plantagenwald, in Deutschland
noch vorherrschend).



: .
2. Der forstwirtschaftliche Beitrag zur mathematischen Modellierung deg

Schidigungsentwickiung eines Waldreviers

Es ist dem Forstwissenschaftler empirisch méglich, das fragliche Waldre-
vier gemaB Revierkarte in Teilbereiche (Flecken) zu zerlegen und aus die-
ser Fleckenvielfalt eine nach Aufwand und Nutzen forstwissenschaftlich
zweckmiBigé, umfangreiche Stichprobe unter Beachtung von Rand- und
Zentrumslagen und anderer Reviereigenschaften auszuwiihlen, s. Bild 2.
Fiir jeden Flecken der Stichprobe wird ein
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Bild 2. Waldrevier mit Flecken

Tafel 1. Begutachtungsblatt (Muster)

Schidigungszustand fiir Fleck-Nr: .../... am (Jahr, Monat, Tag) B [
01234567 8 910=Jmax
Gewichte
Merkmale Zensuren GI ZJ*GIl
1 X 4 1,0 +4*1,0
2 X 2 30 +2%3,0
3 X 0 01 +0%0,1
4 X 1 05 +1%0,5
5 X 9 0,9 +9*%0,9
6 X 7 05 +7%0,5
7 ), & 6 1,0 +6*1,0
8 X 5 1,0 +5%1,0
9 X 5 1,0 +5*1,0
10 = Imax X 3 1,0 +3*1,0

Summe = 41,1
Schidigungszustand = 1/(Imax * Jmax) * Summe = 0,411

Achtung: Summe aller Gewichte muss mit Imax iibereinstimmen!




Nach Bewichtung der einzelnen Schidigungsmerkmale gemaB der Bedeu-
tung fiir den Fleckengesundheitszustand entsteht fiir den Flecken eine
Schadenszustandszahl zwischen 0 und 1, s. Tafel 1.

Nachdem alle Schiidigungszustandszahlen fiir die Fleckenstichprobe vor-
liegen, liisst sich das normierte Schidigungshiufigkeitsdiagramm (Histo-
gramm) fiir das Waldrevier zam Begutachtungszeitpunkt erstellen, das
die relativen Schidigungsanteile seines Baumbestandes iiber den Schidi-
gungszustandsklassen 0 bis 0,1; 0,1 bis 0,2; ... ; 0,9 bis 1,0, jeweils mit der
Klassenmitte als Bezngspunkt, abzulesen gestattet.

Bei spiterer Wiederholung des gleichen Beobachtungs- und Bewertungs-
aufwandes wiichst allerdings der Erkenntnisgewinn iiber die zeitliche
Schidigungsentwicklung nur mit der Geschwindigkeit, mit der sich die
Vorginge im Naturraum abspielen.

Hier greift nun das Modellierungshilfsmittel Integrodifferentialgleichung
zum Nutzen fiir den Forstwissenschaftler, denn es wird dem Problem der
Waldschidigungsentwicklung eine Gleichung zugewiesen, deren Losung
unter Einbeziehung anfallender neuer empirischer Daten die Zeitabhan-
gigkeit der Schidigungsentwickiung vorherzusagen gestattet, kurzum, im-
mer trefisicherer in den Prognosezeitraum vorausgreift ,dem Forstwis-
senschaftler nach dem rasch durchfiihrbaren Computerexperiment Hand-
lungszeitriume unter Echtzeitbedingungen erschliet und dem Forstwirt-
schaftler MaBnahmen zur Verbesserung des Wasserkreislaufs, zur
Schadstoffsanierung, zur Neutralisation (Kalkgabe) oder zur Schadlings-
bekimpfung ermoglicht.



3. Das Modellierungshilfsmittel Integrodifferentialgleichung zur Beschrei-
bung der Schidigungsentwicklung

3. 1. Das aiiBlere Modell (Top-Down-Entwurf)

Zur Zeit 0 <t0 <t liegt die Schadigungszustandsdichtefunktion
n(z.t) > 0 fiir eine unterschiedlich stark geschidigte Baumpopulation als
geglittetes Histogramm, d.h.,

1
f n(z, t)*dz =1 fiir t > 0,
0

iiber dem Schidigungszustand z mit 0 <z < 1 vor, s. Bild 3.
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Bild 3. Schidigungszustandsdichtefunktion n(z,t) fir t >0

Uber den Schiidigungszustandsintervallen
(1. I+ al) (z, z+ AZ) (u, ut Au)

befinden sich zam Zeitpunkt t > t0 ndherungsweise die zugehérigen Popula-
tionsanteile

n(L,6)* al n(z,)*Az n(u,t)*Au.
Entsprechend der in Bild 3 skizzierten Ursachen Schidigungs- und Hei-
lungseinfluss finden im Zeitintervall (t, t+ At) Anteilsumlagerungen statt.
Durch Schidigung geht wihrend At aus dem Intervall (I, i+ Al) der Anteil

n(lL,t)* Al*s(l,z,6)* az* Aty s(l,z,t) Wirkungsfunktion, in das Intervall
(z, z+ Az) mit z > | als Umlagerung nach rechts iiber, insgesamt ergibt sich
fiir das Intervall (z, z+ Az) der Zugang durch Schidigung wiahrend At
nach Integration zu

z
AZF At“:f n(l,t)*s(l,z,t)*dl
0



Die hierbei verwendete und noch festzulegende Wirkungsfunktion s(l,z,t)
koppelt die schidigende Ursache an die Schidigung des jeweils betroffenen
Teilpopulationsanteils.
Durch Heilung geht wihrend At aus dem Intervall (u, utAu) der Anteil
n(u,t)*au*h(zu,t)*az*At, h(z,u,t) Wirkungsfunktion, in das Intervall
(z, z+Az) mit z < u als Umlagerung nach links iiber, insgesamt ergibt sich
fiir das Intervall (z, z+ A z) der Zugang durch Heilung wihrend At nach
Integration zu

1
AZ* ./‘_\t‘:J‘ n(u,t)*h(z,u,t)*du.
z
Die hierbei verwendete und noch festzulegende Wirkungsfunktion h(z,u,t)
koppelt die heilende Ursache an die Heilung des jeweils betroffenen Teil-
populationsanteils.
Durch Schidigung geht wiihrend At aus dem Intervall (z, z+Az) der Anteil
n(z,t)*Az*s(z,u,t)* Au* At in das Intervall (u, u+Au) mit u > z als Um-
lagerung nach rechts iiber, insgesamt ergibt sich fiir das Intervall (z, z+Az)
der Abgang durch Schidigung wihrend At nach Integration zu
nl
AZF At*n(z,t)* I s(z,u,t)*du.
z
Durch Heilung geht wihrend At aus dem Intervall (z, z+Az) der Anteil
n(z,t)*Az *h(l,z,t)* Al* At in das Intervall (I, I+ Al) mit 1 <z als Umlage-
rung nach links iiber, insgesamt ergibt sich fiir das Intervall (z, z+Az) der
Abgang durch Heilung wihrend At nach Integration zu
z
AZ* At*n(z,t)*f h(l,z,t)*dL
0
Zum Zeitpunkt t+ At gilt fiir das Intervall die Bilanz

z
n(z, tHat)* 4z= n(z,t)*Az +4z*At* I n(l,t)*s(l,z,t)*dl
(Neubestand) (Altbestand) 0

(Zuginge)

1
+4z* At*f n(u,f)*h(z,u,t)*du
z

1
- az® &t*ﬂ(z,t)*r s(z,u,t)*du
¥ A
) {Abginge) (1)
z

-AZ*A t*n(z,t)*f h(l,z,t)*dl,
0



woraus nach Division durch ,z*At und anschlieBendem Grenziibergang
At=>0 die Integrodifferentialgleichung fiir die Schadigungsentwicklung

z
3n(z,,t) =j n(l,t)*s(l,z,t)*dl +Jdn(u,t)*h(z,u,t)*du
ot 0 2

1 Pz

- n(z,t)*(j s(z,u,t)*du +j h(l,z,t)*du) )
Z 0

entsteht.

(2) enthiilt ersichtlich Bestandteile sowohl einer Differentialgleichung als

auch einer Integralgleichung, woraus sich der Name Integrodifferenttial-

gleichung erklirt. Uber die Integrodifferentialgleichungen und deren An-

wendungen informieren z.B. Adachi (1956), Bass (1954), Collatz (1955),

Cushing (1977), Bass (1954), Karman (1916), Volterra (1914), Walter/Dejon

(1960).



3. 2. Das innere Modell (Bottom-Up-Entwurf)
3. 2. 1. Erwartungen an das innere Modell

Bei der Konstruktion der im Abschnitt 3. 1. eingefiihrten Wirkungs-
funktionen, dort voridufig nur als Platzhalter benutzt, ist zunsichst die plau-
sible Eigenschaft zu beachten, dass leicht geschidigte Klassenanteile bevor-
zugt ausheilen und schwer geschidigte Klassenanteile bevorzugt weiter ge-
schidigt werden, und Umlagerungen zu den eng benachbarten Klassen viel
haufiger sind als Umlagerungen zu weit entfernten Klassen. Diese Uberle-
gung vermeidet die fiir lebende Objekte wirklichkeitsfremde Polarisierung
der Population in iiberwiegend total gesunde und iiberwiegend total geschi-
digte Baume des Waldreviers.

Ferner ist zu beriicksichtigen, dass schiidigende und heilende duiere Ein-
fliisse nicht spontan wirken, sondern erst alimihlich ihre Wirkung am le-
benden Organismus Baum entfalten. Hierzu ist das im Bereich der Biowis-
senschaften vielfach bewihrte Modell der Differentialgleichung fiir das lo-
gistische Wachstum, s. Anhang, mit ihrer geschlossen berechenbaren Lé-
sung verwendbar, um die Zeitabhingigkeit des Umlagerungsgeschehens
zwischen den Schidigungskiassen zu modellieren.

3. 2. 2. Modellbestandteile fiir das innere Modell

3.2.2. 1. Einfluss des Schidigungszustandes auf das Umlagerungsgesche-

hen
3.2.2. 1. 1. Umlagerung von zu nach z durch Schiidigung
Das in Bild 4 gezeichnete Ein-
17 \\ heitsquadrat wird zerlegt in die
\‘,1 - Aefal2,) beiden Rechtecke 1*zu (Hei-
N lung von zu aus) und 1*(1-zu)
\ (Schadigung von zu aus). Die
\ Die Ordinate C1 ist so zu be-
C \ g stimmen, dass fiir die iiber
1 \ f(® zu < € <1 gezeichnete Funk-
k / tion fs(g) gilt
12,
E; 1
cm\\/ / (S, o I fs(§)*d¥ = 1*zu.

Bild 4. Umlagerungsfunktion fs(‘?)



2 4
Der Ansatz fiir die Funktion fs(?) =a0+a2*(¢-zu) +a4*E¢-zu) soll zu-
sitzlich die Bedingungen : fs(1) =0, fs(zu) = C1, fs (1) = 0, fs'(zu) = 0 erfiil-
len. Man erhilt nach kurzer Rechnung

15 zm ‘{g-zu 24
Ci=—* und die Funktion fs ('f) =C1*(-(——) ). (1)
8§ 1-zu 1-zu

3. 2. 2. 1. 2. Umlagerung von z0 nach z durch Heilung
A

Das in Bild 5 gezeichnete Ein-
heitsquadrat wird zerlegt in die
beiden Rechtecke 1*zo (Heilung
von zo aus) und 1*(1-zo) (Schi-
digung von zo aus). Die Ordina-
te C2 ist so zu bestimmen, dass

¢ dass fiir die iiber 0 < ¥ <zo ge-
5 zeichnete Funktion fh($) gilt
) o
& fh(©)*d¢ = 1*(1-zo).
el [
Bild 5. Umlagerungsfunktion fh(% )
2 4

Der Ansatz fiir die Funktion fh(§) = b0 + b2*(¢ - zo) + b4*(§ -zo) soll zu-
sitzlich die Bedingungen: fh(0) = 0, fa(zo) = C2, fh'(0) = 0, fh' (zo) =0 er-
fillen. Man erhalt nach kurzer Rechnung
15 1-20 ¢-zo0 2 4
Cl=—* und die Funktion fh(f) =C2*(1-(-——) ) . 1)
8 =zo Zo




3.2.2.1. 3. Umlagerung von z nach zo durch Schiadigung
/l

Das in Bild 6 gezeichnete Ein-
Afi~2) heitsquadrat wird zerlegt in die
beiden Rechtecke 1*z (Heilung
z aus) und 1*(1-z) (Schadigung
von z aus). Die Ordinate C3 ist
so zu bestimmen, dass fiir die

/ #(3) iiber z <¥ <1 gezeichnete
/// Funktion fs(%) gilt
1
///4?5'\ ‘f fs(?)*d? = 1%z

P g

Bild 6. Umlagerungsfunktion fs(ﬂs')
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Der Ansatz fiir die Funktion fs(§) = ¢0 + 2*-2z) + c4*(§’ -z) soll zusitz-
lich die Bedingungen: fs(1) =0, fs(z) = C3, fs'(1) = 0, fs'(z) = 0 erfiillen. Man
erhiit nach kurzer Rechnung

15 =z ¥ -z 24
C3=—* und die Funktion fs(§)=C3* (1-(—) ) . 1)
8 1-z 1-z
3. 2. 2. 1. 4. Umlagerung von z nach zu durch Heilung
~
§ Das in Bild 7 gezeichnete Ein-
(S heitsquadrat wird zerlegt in die
To|z [1*(-2) beiden Rechtecke 1*z (Heilung
\\ von z aus und 1%*(1-z) Schidi-
\ gung von z aus. Die Ordinate C4
\ ist so zu bestimmen, dass fiir die
C‘q. ' iiber 0<{'<z gezeichnete Funk-
/ \ tion fh (%) gilt
z
® ] Lr ﬂl(g)*d? =1%(1 - z).
o —— % 0

Bild 7. Umlagerungsfunktion fh(¥)

2 4
Der Ansatz fiir die Funktion fh(¥) = d0 + d2*(¥ - z) +d4*(§ -z) soll zusitz-
lich die Bedingungen: fh(z) = C4, fh(0) = 0, fh'(z) = 0, fh'(0) =0 erfiillen.



Man erhilt nach kurzer Rechnung
15 1-z ¢-z 24

C4 == * cceeeee und die Funktion fh(ig) =C4*(1-( )) . (1)
8 / 1-z




3.2. 2. 2. Einfluss der Schidigungsvorgeschichte auf das Umlagerungsge-
schehen

Die im Anhang vorgestellte Funktion fiir das verallgemeinerte lo-
gistische Wachstum lésst sich gut verwenden, um die allmdhliche Einfluss-
nahme schidigender oder heilender duBerer Ursachen auf die Anderung
des Schidigungszustandes zu modellieren.

Fiir die zeitabhéingige Schiidigung verwendet man die Funktion
1

Y(zt)= > n(z,t0) @)

1 5 ,3 g-(t)*d'z 1/5
1+ ) -1)*e )
n(z,t0)

fiir tO0<t<+oo als Faktor in der Wirkungsfunktion fiir Schidigung, und fiir
die zeitabhiingige Heilung verwendet man die Funktion
1

¥ (zt) = > n(z,t0) )

J f(z)*dz' 1A

a+ ((————-) - 1)%e
n(z,t0)
fir t0 < t <-+oo0 als Faktor in der Wirkungsfunktion fiir Heilung.
Mit diesem zeitabhéingigen Modellierungsbestandteil erhalten schidigende
und heilende duBere Ursachen erst dann Einfluss auf das Umlagerungsge-
schehen, wenn Intensitit und Einwirkungsdauer wirksame Beitrige zu den
Integralen

t t
f F(T)*dT  bzw. f 0 (T)*d?¥
t0 t0

in den zustindigen logistischen Gleichungen (1) und (2) zu liefern beginnen,
oder anders gesagt, nur kurzfristig auftretende Spitzenwerte fiir die schidi-
gende y(t) bzw. heilende J(t) Ursache bleiben beinahe wirkungslos.

4. Komplettierung der Integrodifferentialgleichung fiir die Schiidigungsent-
wicklung

In der Integrodifferentialgleichung fiir die Schidigungsentwicklung, vgl.
(2) im Abschnitt 3. 1., traten vier Varianten von Wirkungsfunktionen auf:
s(l,z,t) Umlagerung von | nach z (Schiadigung)
h(z,u,t) Umiagerung von u nach z (Heilung) ]— Zugiinge nach z

s(z,u,t) Umlagerung von z nach u (Schidigung)
h(z,1,t) Umlagerung von z nach 1 (Heilung) }Abgﬁnge von Z.



Dafiir sind die vier vorbereiteten Funktionen aus dem Abschnitt 3. 2. 2. 1.
absprungbezogen ais Faktoren zu verwenden.

15 1 1-z 2 2
fs(z)=—* *1- (~——) ) 1>z Schidigung
8 1-1 1-1
Zuginge nach z
15§ 1-u u-z 2 2
fh(z)=—* *(1-( ) ) u-=>2z Heilung
8 u u
15 =z z-u 22
fs(u)=-—* *(1-( ) ) z -2 u Schadigung
8 1-z 1-z

- Abginge von z
15 1-z z-1 2 2
fh(l) = * *(1- ( ) ) z=2>1 Heilung
8 z z

Als weitere Faktoren in den Wirkungsfunktionen treten die vier Varianten
fiir die zeitabhiingigen Einfliisse bei Schidigung und Heilung auf, s. Ab-
schnitt 3. 2. 2. 2.
1
1> z Schidigung Y(1,t) =

t

1 3 -f»f HE*AT 1
1+ (C ) -1)%e Ut0 )
n(1,t0)

u >z Heilung "Hu,t)=

t
1 & - f ¢ (D)*dV U
1+ (( ) -1)*e V0 )
n(u,t0)

z = u Schidigung ¥ (z,t) =

t
1 f {(*av 1
(1+ ((——) - D*e Jt0 )

n(z,t0)



z > |1 Heilung N (z,t) =

t
) J‘ S@*dt Uy
(a+(C ) -1)*e vt0 )

n(z,t0)

Mit der Eintragung der Faktoren in die Wirkungsfaktoren nimmt die Inte-
grodifferentialgleichung fiir die Schiidigungsentwicklung die Form

'an( t)=
at

15 pz | z-122 1
= f n(lt)*-—— *(1 - (=) ) * ~di

8 VO 1-1 1-1 t
1 A %[ }(D*dT U3
1+ ((——-) -D*e V0 )
n(l,t0)

15 nl 1-u u-z 2 2 1
=+ @ - —) ) * *du

8 Vz u u t
1 5 J O(V)*dT 1%
) -D*e V0 )

(a+((
n(u,t0)

15 z 1 1 z-u 2 2
- —*n(H*(—* j (1-(—) ) *du

8 1-z t z 1-z
| G -;)J H(E)*dT 1/%
(1 (=) - D*e Y10 )

n(z,t0)

1-z 1 z z-122
hrih | @-¢—) )

t 0 z
P9 - j Se)*at 15
1+ (¢ 0 )

) -1e
n(z,t0)
amn. (1)
Da an der unteren und an der oberen Schiadigungsklasse nur Umlagerun-
gen in eine Richtung vorkommen kénnen, fallen fiir diese Fille entspre-
chende Terme in (1) weg.
Fiir die Umlagerungen von z aus sind Integrationen in (1) ausfiihrbar.




5. Bemerkungen zur rechentechnischen Behandiung

Die rechentechnische Behandlung der Integrodifferentialgleichung ge-
lingt nach ihrer Uberfiihrung in ein System expliziter gewdhnlicher Dif-
ferentialgleichungen, die durch Diskretisierung der Integrodifferential-
gleichung beziiglich des Schadenszustandes entstehen, also den An-
schluss an das urspriingliche Schidigungszustandshistogramm mit sei-
nen diskreten Schidigungszustandsklassen finden.

Das entstehende Differentialgleichungssystem besitzt den Vektor der An-
fangswerte in Gestalt des Histogramms zum Zeitpunkt t0. Das System
wird rechentechnisch im Einschrittverfahren beziiglich der Zeit t mit
zweckmiiBiger Schrittweite numerisch bearbeitet, s. Grigorieff (1972),
Collatz (1960), Ralston/Wilf (1972/1979), Hanke-Bourgeois (2002) u. a.,
wozu die einzelnen Differentialgleichungen separat nacheinander und
nach der Einzelschrittmethode gekoppelt iiber mehrere iterative Durch-
liufe hinweg integriert werden.

Fiir die Integration einer einzelnen Differentialgleichung nach dem Pre-
diktor-Korrektor-Verfahren lisst sich unter Differenzierbarkeitsvoraus-
setzung der rechten Seite in y '= f(x,y) ; y(x0) = y0 diese rechte Seite
durch ihre Taylorlinearisierung

X
fan)=10y0) + My “G0) + MGy G0 @
o lxoy0 ¥ koo

niherungsweise ersetzen, wobei eine lineare Niherungsdifferentialglei-
chung entsteht, die elementar integrierbar ist und anfallende Integrale
auf Grundintegrale zuriickzufiihren gestattet (Prediktor). Schreibt man
die gegebene Differentialgleichung um in

X
y(x) =y0 +j f[Q,y(g))*do, lasst sich der Korrektorschritt iterativ iiber
xo f
x0+h
y (x0+h)=y0+f figy (9)*dg,n=0,1,2,. @
(n+1) x0 (n)

organisieren, wobei die zumeist numerisch auszufiihrende Integration
zweckmiBigerweise mit dem eingebauten Rombergschen Integrationsver-
fahren auszufiihren ist, s. MaeB (1988), Stiefel (1961), als Startniiherung
fiir den Korrektor nimmt man fiir y (x) die Niherungslosung des Predik-
tors. 0)



Mboglich ist auch der Angriff auf die gegebene Differentialgleichung mit Hil-
fe der Storungsrechnung. Man schreibt die gegebene Differentialgleichung
um in

y' = f*(x,y) + £ *(f(x,y) — f*(x,y)), (¢ ist ein Parameter.), 3)
und trigt den Ansatz
2
YX) =y (@) +tp () +L o (x)+... 4
0 1 2

links und rechts in (3) ein, entwickelt die entstandene rechte Seite nach Po-
tenzen von £an der Stelle £ =0 und behandelt die Terme mit gleicher

£ -Potenz rechts und links durch Integration, Ob Verbesserungen zur Ni-
herungsidsung mit £ =1 im Ansatz (4) erreicht werden konnten, muss
iiberpriift werden, s. Bellman (1967).

Systeme gewohnlicher Differentialgleichungen kénnen beim Vorliegen nu-
merisch aufwandsihnlicher rechter Seiten auch vorteilhaft durch Nutzung
eines Parallelrechners bearbeitet werden, s. Braune (2010).



Anhang
Das logistische Wachstum
1. Das vereinfachte logistische Wachstum

Der Ansatz fiir vereinfachte logistische Wachstum eignet sich z.B. zur Be-
schreibung der Ausbreitung einer ansteckenden Krankheit innerhalb einer
begrenzten Population. Hierbei wirken zwei plausible Eigenschaften auf die
Ausbreitungsgeschwindigkeit der Krankheit ein.

Zunichst ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit proportional der Anzahl der
bereits Erkrankten, d. h., viele Kranke konnen auch viele Gesunde an-
stecken. Hieraus erklirt sich die enorm rasche Zunahme der Erkrankten-
anzahl in der Anfangsphase (niherungsweise exponentielles Wachstum).
Spiter verliert das Wachstum an Tempo, denn die Ausbreitungsgeschwin-
digkeit ist plausiblerweise auch proportional der Anzahl der noch nicht Er-
krankten, und diese Anzahl wird in der begrenzten Population standig klei-
ner. Hieraus erkliirt sich die asymptotische Anniherung der Erkranktenan-
zahl von unten an die Anzahl der iiberhaupt vorhandenen erkrankbaren
Mitglieder der Population, d.h., nach Eingerer Zeit sind dann praktisch alle
iiberhaupt ansteckbaren Populationsmitglieder erkrankt.

Sei M die Anzahl aller ansteckbaren Populationsmitglieder, sei ferner N(t)
die Anzahl der Erkrankten zum Zeitpunkt t > t0, entsprechend

N(t0) = NO > 0 ihr Anfangswert, so lautet das Anfangswertproblem fiir das
vereinfachte logistische Wachstum

N=2*N(t)*(M - N(t)); N(t0)=N0>0, (1>0 Konstante) 6}
dN 2
— = A*N(®)*M - L*N (1)

dt

mit einer ersichtlich Bernoullischen Differentialgleichung, s. Ince (1948).
Die Variablensubstitution

1-2 1 . 1 . . 2,
u(t)=N =-—; u=- —*N; N=-N *u 2)
N 2
N
iiberfiihrt (1) in die lineare Differentialgleichung
2 2 N
-N Fu=AYMAN- A*N 5 -a=A*M*—-A; u=A\*1-M*u), (@)
2

N



und die nochmalige Variablensubstitution

°

\%
v(t)=A*(1-M*u); v=-A*M*u; u=-- (@)
N*M
ergibt
v dv - A*M*t
- =v; - =- A*M*dt; In(v) =- A*M*t +In(C); v(t) =C*e -(3)
AN*M Vv

Beide Riicksubstitutionen liefern die allgemeine Losung der Differential-
gleichung fiir das vereinfachte logistische Wachstum
M -A*M*t
A¥(1- =) = C¥e : (6)
N(t)
Die Integrationskonstante C berechnet man mit Hilfe der Anfangsbe-
dingung (1) zu

M -A*M*t0 M +A*M*t0
A*(1- —) = C*e 3 C= A¥(1-—)*e ; (7
NO NO

woraus sich die spezielle Losung der Differentialgleichung und zugleich
die Losung des Anfangswertproblems
M
N() = <M fiir 0 < t0 <t <+o0 )
M - A*M*(t-10)
1+ (——-1)*e
NO
angeben lisst.
Wegen des Grenzwertes lim N(t) = M und des monotonen Wachsens
t=>+00
der Funktion N(t) kann die Erkranktenanzahl N(t) zu keiner Zeit die An-
zahl M der erkrankbaren Populationsmitglieder iibertreffen.
Mit der Losungsfunktion N(t) fiir das vereinfachte logistische Wachstum
erreicht man somit einen S-formigen Ubergang vom Startniveau N0 zum
Séttigungsniveau M auf asymptotische Weise, s. Bild 8.

J\N(tb
™M
N -
fah ~
Ny tb ’.'c

Bild 8. Qualitative Darstellung von N(t)



Die zei!iiche Ableitung N(t) zeigt Bild 9.
AN ()

et . &
Bild 9. Qualitative Darstellung von N(t)

2. Das veraligemeinerte logistische Wachstum

Von Gilpin und Ayala, s. Gilpin / Ayala (1973) stammt das erweiterte

Modell
. N p
N=Y{*N*(1(—) ); N(t0)=N0>0; {>0; />0 Parameter.
M

Der zusiitzliche Parameter 4! verbessert die Anpassbarkeit an reale Wachs-
tumsvorginge in den Biowissenschaften.
Dieses Modell Iisst sich nocheinmal erweitern durch Einfihrung der Funk-
tion t
f(t)>0fiir0<t0<t<+oound lim {(T)*dT = +oo
t >+ooV to
als Forderung, die sich praktisch immer erfiillen lisst, also
N
N= J®*N*0-(—) ) N(t0)=N0>0
M

(1+)
N

N= {®*N- (0 -

-—; N(t0) = NO > 0. 1)

M
Zur Behandlung dieser Bernoullischen Differentialgleichung wird die Va-
riablensubstitution

; .+
1-(P+) 1 SN . N
u(t)=N = — u=- I e — (2)
P P+ N
N N

vorgenommen, wodurch aus (1) die lineare inhomogene Differentialglei-
chung



D+ S +1

u*N N
= PN ()
S ¥ 5 S
M
N *{(@®
ltl =u ﬁ\* ak(t)w + ,91
U
N*N M
. At
u = -'3. @)y u+ --»—-E--— 3)
o)
M
entsteht. Die homogene Differentiaigleichung
i =- g (O*u @)
besitzt die Losung
t
-2 j §(*dr
u(t) =ul*e Y0 ; ®)

und zur Behandlung der inhomogenen Differentialgleichung (3) wird die
Methode der Variation der Konstanten benutzt. Aus der inhomogenen
Differentialgleichung (3) entnimmt man durch Eintrag des Ansatzes

Bwj @)*dy
u(t) = ul(t)*e (6)
: -&J‘ F(D)*dT &j f(*dv
u*e V0 + ul*e *CH)Fro=
) ?I Yayar >
= wre Cid Lten 3
: j F@)*dT
uo *B‘(t)*e (7)
zur Bestlmmung der Stammfunktmn ul(t)
1+ g(’t)*dt C
ul(t) = Y e * o (8)

M M
mit der Integrationskonstanten C.



Aus (6) und (8) ergibt sich

t
1+ forar C ‘E’nf fH(O*av

u(t) = (—-—s’-*e t0 + —-—5\-)*e

M M
t
1 j' D*d{
u(t) =-—=*(1+C%*e Jtl ) )
MS‘i
und nach Riicksubstitution (2)
5 m?
N = ) (10)
t
-D‘f $O*dT
1+C¥% vt

womit die Integrationskonstante C aus der Anfangsbedingung N(t0) = N0
festgelegt werden kann. S
5\ M7 M M Hh
= ey 1+ C =y C=(—--) -1 (11)
1+C NO¥ NO
Die Lésungsfunktion fiir das verallgemeinerte logistische Wachstum lautet
fir0<td<t<-+oo
M
N(t) = >NO0. (12)

t
M R prE*ET U
A+((—) -1)*e V0 )
NO

Der Ersatz der Konstanten { durch die zeitabhiingige Funktion y-(t) prigt
dem S-formigen Ubergang von NO zu M zeitabhiingige Schwankungen, z.B.
Periodizititen auf. Damit wird das logistische Wachstum an weitere, zeitab-
hangige Einfliisse anpassbar.
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